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Osszedllitotta: dr. Uj Jézsef docens

Szilardsagtan

A Szilardsagtan a deformalhat6 szilard testekben (elsdsorban a rudakban) fellépd belsd erdket
(fesziiltségeket) vizsgalja, tovabba meghatarozza a rudak terhelés hatdsara 1étrejovo rugalmas
alakvaltozasait, valamint moédszert ad a rudak szildrdsagi méretezésére vagy ellenérzésére.

Deformalhato test: az anyagi részecskéi terhelés hatasara egymashoz képest elmozdulnak, a
test alakja megvaltozik.

Rugalmas alakvaltozas: a terhelt testrdl a terhelést levéve visszanyeri az eredeti alakjat.

Linearisan rugalmas alakvaltozas: a test alakvaltozdsa és a terheld eréhatas linearis
kapcsolatban van.

Homogén anyag: a mechanikai tulajdonsagai a test minden pontjadban ugyanazok, nem hely-
fliggd a viselkedése.

Izotrop anyag: a mechanikai tulajdonsagai minden irdnyban ugyanazok, nem irany-fiiggd a
viselkedése.

Fesziiltségvektor: a terhelt testek belsd feliiletein fellépd belsdé erdk intenzitas vektora
(feliiletegységre esd erd). Mértékegysége: Pa. 1 Pa=1 N/m? 1 MPa=10° N/m?, 1
GPa=10" N/m’

Normal fesziiltség: a fesziiltségvektor feliiletre merdleges komponense. Pozitiv eldjell, ha a
test anyagabol kifelé néz az iranya.

Csusztato fesziiltség: a fesziiltségvektor feliilettel paArhuzamos komponense.

Fajlagos nyulas: egy test egy pontja kornyezetében, adott irdnyban kijelolt elemi
vonalszakasz hosszanak fajlagos (eredeti hosszra vonatkoztatott) megvaltozéasa
(azaz a hosszvaltozas osztva az eredeti hosszaval). Dimenzidtlan mennyiség.

Szogvaltozas: egy test egy pontjaban, egy adott irdny €és a ra merdleges irdny szogének
megvaltozésa a terhelés hatasara, radidnban mérve. Dimenzi6tlan mennyiség.

Folyashatar: az a fesziiltség, amelynél a hlzas hatdsara megindul az anyag képlékeny
alakvaltozasa. Mértékegysége Pa.

Szakito szilardsag: az a legnagyobb fesziiltség, amely a huzott rad szakadasa eldtt fellép.
Meértékegysége Pa.

Megengedett fesziiltség: az a legnagyobb fesziiltség, amit egy rudban a miikddése soran még
megengediink. Szivos anyagokra ez altalaban a folyashatar osztva a biztonsagi
tényezovel. Rideg anyagokra a szakito szilardsag osztva a biztonsagi tényezdvel.

Biztonsagi tényez6: az a szam, amely megmutatja, hogy a méretezési hatarfesziiltség
(folyashatar, vagy szakito szilardsadg) hanyszorosa a megengedett fesziiltségnek.

Tényleges biztonsagi tényezé: az a szam, amely megmutatja, hogy a méretezési
hatarfesziiltség (folyashatar, vagy szakitd szilardsag) hanyszorosa a rudban egy
adott terhelésre ténylegesen fellépd legnagyobb fesziiltségnek.

Huzott/nyomott rud

A rudban fellépé fesziiltségek: a keresztmetszet sikjan csak normalfesziiltség 1ép fel,
egyenletesen oszlik meg a feliileten. Nagysdga: ruderd osztva a keresztmetszet
tertiletével. Huzésra pozitiv, nyomadsra negativ a normalfesziiltség.

A rud alakvaltozasa: hossziranyll fajlagos nytlds minden pontban 4allando, értéke:
hosszvaltozas osztva az eredeti hosszal. A keresztirany fajlagos nyulas ezzel
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Statika

A Statika a tartdsan nyugalomban 1évé merev testekre hatd erdket, valamint a nyugalom
feltételeit vizsgalja.

Merev test: anyagi részecskéi egymashoz képest nem mozdulnak az erdk hatasara. A merev
test alakja nem valtozik, barmilyen erd hat ra. Egy test akkor tekinthetd merevnek,
ha részecskéinek egymashoz viszonyitott elmozduldsai elhanyagolhatoan kicsik a
test méreteihez képest.

Anyagi pont: a kiterjedés nélkiili test. Egy test akkor tekintheté anyagi pontnak, ha a
kiterjedése elhanyagolhatdan kicsi a vizsgalt kornyezethez képest.

Eroé: a testek mechanikai kolcsonhatdsa, a testek egymasra gyakorolt hatasa. Az erdhatés
megoszolhat a testek térfogatan, a testek feliiletén, egy vonal mentén.

Koncentralt erd: az elhanyagolhatéan kicsi térfogaton vagy feliileten hato erd, amely
egyetlen vektorral irhato le. Az erd a hatasvonalahoz kotott vektor.

Terhelés: a tartora hatd ismert er0k 0sszessége (aktiv erdk).

Nyomaték egy pontra: egy er6 nyomatéka egy pontra egy vektor, amelyet ugy szamithatunk,
hogy a pontbol helyvektort inditunk az eré hatasvonaladn 1évé tetszdleges pontba
és ezt vektorikusan Osszeszorozzuk az erd vektorral. Egy pontra szamitott
nyomatékvektor harom komponense (a koordinatatengelyek irdnyaba esd) a
ponton atmend, a koordinatatengelyekkel parhuzamos tengelyekre szamitott
nyomatékok. Az eré nyomatéka nulla a hatdsvonalan 1év6 pontra.

Nyomaték egy tengelyre: egy er6 nyomatékat egy tengelyre megkapjuk, ha a tengely egy
tetszOleges pontjara szamitjuk a nyomatékat, majd vesszilk a nyomatékvektor
tengely-iranyu vetiiletét, vagyis a nyomatékvektort skalarisan szorozzuk a tengely
egységvektoraval. Egy er6 nyomatéka nulla a hatdsvonaldt metsz6, vagy a vele
parhuzamos tengelyre. Egy tengelyre a nyomaték vektorikus szorzas nélkiil is
kiszdmithatd: az er6t a hatdsvonalan 1évo tetszOleges pontban felbontjuk a
tengellyel parhuzamos ¢és egy erre merdleges Osszetevore. A parhuzamos
Osszetevé nyomatéka nulla, mig a merdleges dsszetevo szorozva az 9sszetevo és a
tengely kozotti merdleges tavolsaggal eredményezi a tengelyre szamitott
nyomatékot.

Két vektor vektorikus szorzata: egy harmadik vektor, amelynek irdnya merdleges a két
vektor sikjara, nagysaga pedig egyenld a két vektor altal alkotott parallelogramma
teriiletével. A tényezOk sorrendjét felcserélve az eredmény eldjelet valt. Két
parhuzamos vektor vektorszorzata nulla vektor!

Egységvektorok vektorszorzatai: ixj=Kk, jxk=i, kxi=j, jxi=-k, kxj=-i, ixk=-j, ixi=0, j*xj=0,
kxk=0.



Két vektor skalarszorzata: egy skalar szdm amely egyenld a két vektor nagysaganak és a
vektorok altal kozbezart sz6g koszinuszanak a szorzatdval. Két merdleges vektor
skalarszorzata nulla! Ha az egyik vektor egységvektor, akkor a skalarszorzat a
masik vektor vetiileti hosszat adja az egységvektor iranyaban.

Tengely: iranyitott egyenes. Megadasa: az egyenes egy pontjaval és az iranyat kijelold
egységvektorral.

Egy ponton atmend erérendszer ereddje: egyetlen erd, amely az er6k vektorikus Osszege.
Ez az erd is atmegy az adott ponton.

Két erorendszer egyenértékii, ha az alkoto erdik Osszegei (ereddi) egyenldek és ha a
nyomatékuk azonos a tér barmely pontjara. Ha egy pontra mar azonos a
nyomatékuk, minden mas pontra is azonos.

Ered6 (redukalt) vektorkettés: egy erdrendszer egy P-pontbeli eredd vagy redukalt
vektorkettose all az erérendszert alkotd erdk vektorikus Osszegébdl és az
erérendszer P-re szamitott nyomatékvektorabol. A P-beli vektorkettds
egyenértékil az erérendszerrel.

Erdpar: két er altal alkotott erérendszer, amelyre fennall, hogy az er6k azonos nagysaguak,
hatasvonalaik parhuzamosak, €s ellentétes az erdk eldjele. Az er6par nyomatéka a
tér barmely pontjdra ugyanakkora. Egy erdpar egyenértékii a nyomaték
vektoraval.

Eroérendszerek osztalyai: Barmely térbeli erérendszer az alabbi 4 eset egyikébe tartozik:
— egyensulyi erérendszer,
— egy erdparral egyenértékdl,
— egy erdvel egyenértékdl,
— egy erdcsavarral egyenértéki.
Sikbeli erérendszer csak az elsé harom csoport egyikébe tartozhat.

Erécsavar: olyan eredd vektorkettds, amelyben a nyomatékvektor parhuzamos az eredd
erével.

Centralis egyenes: az egy erdvel egyenértékli erérendszerekre 1étezik, a centrélis egyenes
pontjaira az erdrendszer nyomatéka nulla. Az ilyen erérendszer egyenértékii
egyetlen, a centralis egyenesbe esd erdvel. A centralis egyenes iranyat az eredd
erd adja.

Sikbeli erérendszer: egy adott sikba es6 er6kbdl és erdparokbol all.

Rud: olyan test, amelynek két irdnyban a mérete sokkal kisebb, mint a harmadik irdnyban
(hossz-irany). A rad hosszra merdleges metszete a keresztmetszet.

Egyenes tarté: olyan egyenes rad, amelyet a ridra merdleges erdk is terhelnek

Csuklos szerkezet: csuklokkal 6sszekotott rudakbol all, a szerkezet kényszerekkel kapcsolt a
kornyezethez



Ricsos szerkezet: egyenes rudakbol allo szerkezet, melynek rudjai a végeiken csuklokkal
kapcsolédnak egymashoz, csak koncentralt erdk terhelik, amelyek a
csuklopontokban hatnak, a kornyezethez is a csuklokon keresztiil kapcsolodnak. A
racsos szerkezet barmelyik radja két erd hatasara van nyugalomban, a ridban csak
huzé/nyomo erd ébredhet.

Kényszer: a rudakat egymashoz és a kornyezethez kapcsold, a rudak mozgésat korlatozo
szerkezet mechanikai modellje. Gyakori kényszerek: csuklé (sikbeli), gdmbcsukld
(térbeli csuklo), befogas (befalazas), sima gorgds tdmasz.

Kotottség: a kényszerek altal elvont mozgaslehetdségek szama. A sikbeli csuklo kotottsége 2,
a térbeli csukloé 3, a befogas kotottsége sibeli tartora 3, térbelire 6, a sima gorgds
tamasz kotottsége 1.

Szabadsagfok: egy test helyzetét egyértelmiien meghatdrozoé skalar paraméterek széma.
Masképpen: a test mozgas-lehetdségeinek a szdma.

Anyagi pont szabadsagfoka: sikban 2 (elmozdulés két irdnyban), térben 3 (elmozdulas
harom iranyban).

Merev test szabadsagfoka: sikban 3 ( egy pontjdnak két irdnyd elmozduldsa és a test
szogelforduldsa a sikra merdleges tengely koriil), térben 6 ( egy pontjanak 3
iranyu elmozdulésa ¢€s a test szogelfordulésa 3 tengely kortil).

Reakcio erd (kényszererd): a tartd kiilsd kényszerein keresztiil a tartéra atadédo erd. A
kényszereré fiigg a kényszer tipusatdl ¢és a terheléstdl (aktiv erdktdl). A
kényszererérendszer komponenseinek szadma megegyezik az adott kényszer
kotottségi szamaval.

Keret, keretszerkezet: kiilonféle iranyban futd, egyméashoz mereven kapcsolt rudakbol allo
szerkezet. A zart keret rudjai zart lancot alkotnak.

Labilis szerkezet: olyan csuklos szerkezet, amelynek rudjai egymdashoz képest
elmozdulhatnak. Egy adott terhelésre a rudak csak egy meghatarozott helyzete
mellett lehet nyugalomban.

A statika alapelvei:

0 Minden test megtartja nyugalmi allapotat, amig rd egyensulyi erdk hatnak
(Newton I. axiomaja)

0 Ha egy testre egy masik test erdt fejt ki, akkor a masik testre ugyanolyan
nagysagu, de ellentétes irdnya eré hat (Newton III. axiomdja, hatas-ellenhatas
elve, kdlcsonhatas torvénye)

0 Ha egy testre tobb erd hat, egyiittes hatdsuk azonos az erdk ereddjének
hatasaval. A testre egyidejiileg hatd egymast nem befolyasoljak, hatasaik
O0sszeadodnak (Newton IV. axidomaja, eréhatasok fliggetlenségének elve,
szuperpozicio elve).



o Két erd akkor és csakis akkor van egyensulyban, ha
— koOz0s a hatasvonaluk,
— azonos a nagysaguk ¢és
— ellentétes az értelmiik.

0 A merev test nyugalmi allapota nem valtozik meg, ha a rd hat6 egyensulyi
er0khdz hozzdadunk egy Onmagiban egyensulyi erdrendszert. Ennek
kovetkezménye, hogy az erd a hatasvonalan eltolhato, a hatdsa nem valtozik.

A statika alaptorvénye:

Egy erérendszer akkor egyensulyi, ha
- ereddje nulla, és ha
- nyomatéka a tér barmely pontjara nulla.

Harom ero egyensulyanak feltételei:
— aharom erd egy kozos sikba esik,
— egy pontban metszik egymast,
— vektorikus 6sszegiik nulla.

Részekre bontas modszere: Osszetett szerkezetek egyensulya esetén alkalmazzuk. Alapja: ha
az Osszetett rendszer nyugalomban van, akkor barmely része is nyugalomban van,
ezért barmely részére egyensulyi erérendszer mitkodik.

Belso erdk: az Osszetett szerkezet egyes részei kozott fellépd erdk, az egyik rész hatasa a
masikra és viszont. A belsé er6k onmagukban egyensulyi erérendszert alkotnak.

Rudak igénybevételei: a rudak keresztmetszeti sikjain ¢ébredd belso erdk ereddi. A
keresztmetszeti sikokon ébredd belsd erdk feliileten megoszlo erdk, ezek a
fesziiltségek. A bels6 eroket redukalva a keresztmetszet sulypontjaba, kapunk egy
eré- és egy nyomatékvektort. Az erdvektor két komponense: a keresztmetszeti
sikra merdlegesen a huzo/nyomo erd (ruderd), a sikkal parhuzamosan a nyiroero.
A nyomatékvektor két komponense: a keresztmetszeti sikra merdlegesen a
csavaronyomaték, a sikkal parhuzamosan a hajlitonyomaték. A keresztmetszet két
oldalan 1év6 belsé er6k onmagukban egyensulyi erérendszert alkotnak.

Az igénybevételek szamitasa: a rudra hato kiilsé er0kbol. A rad egy keresztmetszetének
egyik oldalan az igénybevételeket megkapjuk, ha a rudat a keresztmetszet mentén
gondolatban kettévagjuk, €s a rud masik részére miikddo kiils6é erdket redukaljuk
a keresztmetszet sulypontjaba, majd meghatdrozzuk az eredé erd és nyomaték
sikba es6 és merdleges komponenseit.

Igénybevételi abrak: az egyes igénybevételek (raderd, nyirderd, hajlitonyomaték,
csavaronyomaték) grafikus abrazolésa a rad hossza mentén.

Igénybevételi fiiggvények: az egyes igénybevételek (raderd, nyirderd, hajlitonyomaték,
csavaronyomaték) fliggését fejezi ki a rad hossza mentén felvett valtozotol.



ellentétes eldjelii, értéke konstanssal vald szorzéssal szamithatd. Ez a Poisson-
tényez0 (a rugalmas viselkedés egyik paramétere).

Egyszerii Hooke-torvény: a linedrisan rugalmas huzott radban a keresztmetszet sikjan
¢bredd normalfesziiltség aranyos a hossziranyu fajlagos nyulassal. Az ardnyossagi
tényez0 a rugalmassagi modulus (a rugalmas viselkedés masik paramétere). A
rugalmassagi modulus mértékegysége Pa.

Hajlitott rud

A hajlitas tengelye: a keresztmetszet sulypontjan atmend hajlito-nyomaték vektor iranya
jeloli ki.

A rudban fellépé fesziiltségek: a keresztmetszet sikjan csak normalfesziiltség 1ép fel,
megoszlasa linedrisan valtozik a feliileten. A zérus fesziiltségli pontok alkotjak a
semleges réteget, ez atmegy a keresztmetszet sulypontjan. Nagysdaga: hajlito-
nyomaték osztva a keresztmetszet masodrendli nyomatékaval és szorozva a
semleges rétegtél mért tavolsaggal. A legnagyobb fesziiltség a semleges rétegtol
legtavolabb 1évd keresztmetszeti pontban 1ép fel.

A rud alakvaltozasa: a pozitiv hajlit6 nyomatékra a rad semleges réteg feletti pontjaiban
pozitiv a hossziranyl fajlagos nyulas, a semleges rétegben nulla, alatta pedig
negativ (rovidiilés). A semleges rétegre merdleges egyenes mentén linearisan
véltozik a hossziranyu fajlagos nyulds. A keresztiranyu fajlagos nyulas ezzel
ellentétes eldjeld, értéke Poisson-tényezdvel vald szorzassal szamithato.

A semleges réteg gorbiilete: egyenesen aranyos a hajlito-nyomatékkal és forditva ardnyos a
keresztmetszet masodrendii nyomatéka €s a rugalmassagi modulus szorzataval.

A keresztmetszet masodrendii nyomatéka (inercia): a keresztmetszet geometriai jellemzdje
a hajlitaskor. A keresztmetszet elemi feliiletdarabjait a hajlitas tengelyétdl mért
tavolsagaik négyzetével szorozzuk és integraljuk a teljes feliiletre.

Keresztmetszeti tényez6: a masodrendii nyomaték osztva a hajlitas tengelyétdl legtavolabb
1év0 pont tavolsagaval.

Veszélyes keresztmetszet: az, amelyikben a hajlito nyomaték a legnagyobb abszolut érték.

Veszélyes pont: a veszélyes keresztmetszetben az a pont, amelyikben a legnagyobb abszolut
értékii normal fesziiltség €bred, vagyis a hajlitas tengelyétdl legtavolabbra 1évo
pont(ok).

Nyiras rudakban

A rudban fellépo fesziiltségek: a keresztmetszet sikjan a nyirds hatasara csak cstsztatod
fesziiltség 18p fel. Atlagos értéke a keresztmetszeten a nyiroerd/keresztmetszeti
tertilet, téglalap keresztmetszet esetén a maximuma ennek 1.5-szerese. Maximalis
értéket a semleges réteg pontjaiban vesz fel. Mivel csak a hajlitassal egyitt 1ép fel,
hajlitasbol normalfesziiltség szarmazik a keresztmetszet sikjan.

Szilardsagi ellenérzés/méretezés: a nyirdsbol szadrmazd fesziiltségek  altalaban
elhanyagolhatok, elegend6 csak a hajlitast figyelembe venni.

Kor- és korgyiiri keresztmetszetii rud csavarasa

A radban fellépé fesziiltségek: a keresztmetszet sikjan csak cstsztatd fesziiltség 1ép fel,
megoszlasa linedrisan valtozik a keresztmetszet silypontjabol indulva a sugar



mentén. Irdnya barmely pontban merdleges a sugarra, azaz érintd iranyq.
Nagysaga: a csavard6 nyomaték osztva a keresztmetszet polaris masodrendi
nyomatékaval ¢és szorozva a sulyponttél mért tavolsaggal. A legnagyobb
fesziiltség a kiilsé kor pontjaiban 1ép fel.

A rud alakvaltozasa: a rid keresztmetszetei egymashoz képest elfordulnak, az elcsavarodas
a hossz mentén linearisan valtozd. A rad hossza és keresztmetszeti méretei nem
valtoznak.

Fajlagos szogelfordulas (elcsavarodas): egyenesen ardnyos a csavardé nyomatékkal, forditva
aranyos a keresztmetszet poldris masodrendii nyomatékaval és a cstsztato
rugalmassagi modulussal.

Megengedett csusztaté fesziiltség: kisebb, mint a megengedett normal fesziiltség: a Mohr-
elméletet alkalmazva csak fele akkora, mig a Mises-elmélet (HMH-elmélet)
szerint 1/\3-szorosa.

Centrikusan nyomott rudak kihajlasa
Centrikus nyomas: a nyomoerd a rud keresztmetszete sulypontjan megy at

Kihajlas: stabilitasvesztési jelenség, a centrikusan nyomott egyenes rad egy bizonyos nyomo
erdre (kritikus erd) kihajolhat, alakja meggdrbiilhet.

Rugalmas kihajlas: a kihajlds rugalmas alakvaltozas mellett kovetkezik be, ez a karcsu
rudakra jellemz6

Képlékeny kihajlas: a kihajlas képlékeny alakvaltozas mellett kovetkezik be, ez a zomok
rudakra jellemz6

Kritikus eré: Az a legkisebb nyomoerd, amelyre a kihajlas bekdvetkezhet.

Kritikus fesziiltség: Az a legkisebb abszolut értékli negativ normal fesziiltség a nyomott
radban, amelyre a kihajlas bekovetkezhet.

Karcsusagi tényezé6: a centrikusan nyomott rad jellemzdje. Egyenesen aranyos a rad
kihajlasi fél hullaim hosszaval és forditva a keresztmetszet minimalis inercia
sugaraval. Dimenzi6 nélkiili szam.

Inercia sugar: a rud keresztmetszeti jellemzdje. A keresztmetszet masodrendii nyomatéka az
egy sulyponti tengelyre, osztva a keresztmetszet terliletével ¢&s ebbdl
négyzetgyokot vonunk.

Kihajlasi fél hullimhossz: a kihajlott rad fél szinusz-hullamot képezé hossza. Ertéke fiigg a
rad tényleges hosszatdl és a rud kényszereitdl.

Fesziiltségi allapot

Fesziiltségi allapot: a test egy pontjaban a ponton atmend belsd feliileteken (sikokon) fellépd
fesziiltségek Gsszessége.

Fofesziiltségek, fesziiltségi foiranyok: barmilyen fesziiltségi allapot esetén létezik 3,
egymasra kolcsonosen merdleges sik, amely sikokon nem ¢ébred csusztatd
fesziiltség, vagyis csak normal fesziiltség ébred. Ezek a fofesziiltségek, a sikok
normalisai a fesziiltségi foiranyok.

Mohr-féle fesziiltségi kordiagram: a test egy pontjaban a fesziiltségi allapotot irja le, a
ponton atmend sikokon fellépd csusztatd fesziiltségek abszolut értékét abrazoljuk



a normdl fesziiltség fliggvényében. Minden irdnyhoz (sikhoz) egy pont tartozik a
diagrammban. A féiranyok pontjai a vizszintes tengelyen vannak. A f6éfesziiltségi
sikokba esd iranyok pontjai rendezetten egy-egy félkort alkotnak. Egy altalanos
irany fesziiltségi pontja a koriv-haromszog belsejében van.

Egyenértékii fesziiltség: annak mértéke, hogy egy adott fesziiltségi allapot torés
tonkremenetel szempontjabdl milyen szinten van. Pozitiv szam, fesziiltség
dimenzidju. Mohr-elmélet szerint az egyenértékli fesziiltség az adott pontban
fellépd legnagyobb csusztatd fesziiltség kétszerese. Mises-elmélet (Huber-Mises-
Hencky) szerint az alaktorzuladsi energia siirliség bizonyos szintjét jellemzi, a
harom féfesziiltség kiilonbsége négyzetosszegének felébdl vont négyzetgyok.
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